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Einleitung






Was ist Symmetrie? — Definitionen

mathematisch praktisch

Symmetrie ist die Invarianz Symmetrie ist die Eigenschaft einer

eines Systems gegeniiber geometrischen Figur/eines Objektes, in
Transformationen. verschiedenen Positionen gleich auszusehen.

Alexei V. Shubnikov Evgraf S. Fedorov
(1887-1970) (1853-1919)



e Punkt-Symmetrie (mindestens ein Punkt bleibt fest)
o Drehungen, Spiegelung, Punktspiegelung (Inversion)
o Kombinationen davon
e Translations-Symmetrie
kein Punkt bleibt fest
Vektor(en) beschreiben Verschiebungen in 1/2/3-Dimensionen
1D: Bandgruppen (z.B. Friese, 1- oder 2-seitige Binder)
2D: periodische Muster (z.B. Tapeten, Stoffe, Fliesen usw.)
3D: kristalline Festkorper



Erinnerung: kristallographische Symmetrien (2D und 3D)

6 Basis-Symmetrieelemente
1,2,3,4,6,m

translationen

Kombinationen + (mit festem Punkt)

10 Punktgruppen
Kristallklassen

individuelle
Translationen

Gesamt-

|

Zentrierungen
p,C

] { Gleitspiegelebenen J

Kombinationen

[ 17 Flachengruppen ]
Beschreibung in v geeigneten KS
[ 4 Kristallsysteme J

8 Basis-Symmetrieelemente
1,2,3,4,6,1=1i,2 =m, (3 =3+1),4,(6 = 3/m)

Kombinationen + (mit festem Punkt)

32 Punktgruppen
Kristallklassen

Gesamt- individuelle

translationen

Translationen

[ Zentrierungen

Gleitspiegelebenen
P,C,I,R. F

Schraubenachsen

|

Kombinationen

J

[ 230 Raumgruppen ]

Beschreibung in Vgeeigneten KS

‘ Jeqy9-sieaelg 1

7 Kristallsysteme

p

2-dim. Translation (Flachengruppen)

3-dim. Translation (Raumgruppen)




Punktsymmetrien und -gruppen



Eine Symmetrie(Deck)-Operation (SO)
ist eine Bewegung eines Kérpers im
Raum, die ihn in eine von der
Ausgangslage ununterscheidbare
Position bringt.



Eine Symmetrie(Deck)-Operation (SO)

ist eine Bewegung eines Korpers im Alle Punkte, die bei dieser Bewegung
Raum, die ihn in eine von der unverandert bleiben, bilden das
Ausgangslage ununterscheidbare zugehdrige Symmetrie-Element (SE).

Position bringt.



Eine Symmetrie(Deck)-Operation (SO)

ist eine Bewegung eines Korpers im Alle Punkte, die bei dieser Bewegung
Raum, die ihn in eine von der unverandert bleiben, bilden das
Ausgangslage ununterscheidbare zugehdrige Symmetrie-Element (SE).

Position bringt.

SE = 2-zahlige Achse SE = Spiegelebene

RN
H H

Beispiele: | SO = Prehungtim 180° |, | SO = Spiegelung



/home/caroline/WWW/Vorlesung/VRML/Symmetrie/h2o_alle_b.wrl

Symmetrie-Elemente/Operationen: Definitionen

Eine Symmetrie(Deck)-Operation (SO)

ist eine Bewegung eines Kérpers im Alle Punkte, die bei dieser Bewegung
Raum, die ihn in eine von der unverédndert bleiben, bilden das
Ausgangslage ununterscheidbare zugehdrige Symmetrie-Element (SE).

Position bringt.

SE = 2-z&hlige Achse SE = Spiegelebene

AN
H H

Beispiele: | 5O = Prehungim 180° |, | SO = Spiegelung

I ein Symmetrie-Element kann mehrere Symmetrie-Operationen bedingen !!
Beispiel: 3-z3hlige Drehachse (1 SE) = Drehung um 120° und 240° (2 SO)


/home/caroline/WWW/Vorlesung/VRML/Symmetrie/h2o_alle_b.wrl

Bezeichnungen von Punktsymmetrien (SO und Gruppen)

Schonflies (z.B. Ca) Hermann-Mauguin (z.B. 2mm)

o ltere Bezeichnung e in der Kristallographie

o in Spektroskopie/Molekiilchemie gebriuchlich

weit verbreitet e einigermaBen systematisch

e in Kristallographie (bei

e Koordinatensystem (Blick-
richtungen) erforderlich

Translationssymmetrie) ungeeignet

® wenig systematisch

Carl Hermann  Charles Victor Mauguin

Arthur Moritz Schénflies (1853-1928) (1898-1961) (1878-1958)

1 www.maa.org



generelle Einteilung

e Basis-SO/SE

e Drehung/Drehachsen n— 2D: 1, 2, 3,4, 6

e Spiegelung/Spiegelebene m

e Inversion, Punktspiegelung/Inversionszentrum — entfillt bei 1D und 2D
e zusammengesetzte SO:

o Drehspiegelung bzw. Drehinversion — entféllt bei 1D und 2D

Schénflies H-M.



Klassifizierung von Punkt-Symmetrie-Operationen

generelle Einteilung

e Basis-SO/SE
e Drehung/Drehachsen n+— 2D: 1, 2, 3,4, 6
e Spiegelung/Spiegelebene m
o Inversion, Punktspiegelung/Inversionszentrum — entfillt bei 1D und 2D

e zusammengesetzte SO:
e Drehspiegelung bzw. Drehinversion +— entfillt bei 1D und 2D
—— e
Schénflies H-M.

Einteilung nach Chiralitat

e cigentliche SO (1. Art): Drehungen — Chiralitét bleibt erhalten

e uneigentliche SO (2. Art): Spiegelung, Inversion,
Drehinversion/Drehspiegelung — Chiralitat dndert sich



Klassifizierung von Punkt-Symmetrie-Operationen

generelle Einteilung

e Basis-SO/SE
e Drehung/Drehachsen n+— 2D: 1, 2, 3,4, 6
e Spiegelung/Spiegelebene m
o Inversion, Punktspiegelung/Inversionszentrum — entfillt bei 1D und 2D

e zusammengesetzte SO:
e Drehspiegelung bzw. Drehinversion +— entfillt bei 1D und 2D
— —

Schénflies H.-M.
Einteilung nach Chiralitat
e cigentliche SO (1. Art): Drehungen — Chiralitét bleibt erhalten

e uneigentliche SO (2. Art): Spiegelung, Inversion,
Drehinversion/Drehspiegelung — Chiralitat dndert sich

— Chiralitdt = Abwesenheit von Symmetrieelementen 2. Art



Punktgruppe = Sammlung aller Symmetrie-Operationen (Isometrien) eines
Objektes (z.B. eines Molekiils)

1 bow. Multiplikation der N X N-Transformationsmatrizen



Punktgruppen — Kristallklassen

Punktgruppe = Sammlung aller Symmetrie-Operationen (Isometrien) eines
Objektes (z.B. eines Molekiils)

e Punkt: mindestens ein Punkt bleibt fest

e Gruppe: Die Symmetrieoperationen erfiillen bzgl. der Verkniipfung
Hintereinanderausfiihren (o) ' die Bedingungen einer mathematischen
Gruppe:

@ Eine Gruppe ist eine Menge & von Elementen g;, zwischen denen eine
Verkniipfung besteht, so dass jedem geordneten Paar g;, g; genau ein
Element gy € & zugeordnet ist. (Abgeschlossenheit)

@® Die Verkniipfung ist assoziativ, es gilt

(i og)ogk=giol(gosk)
© Es gibt ein Neutralelement e fiir das gilt:
eogi=gioe=g firallegi €®
O Fiir alle Elemente g gibt es ein Inverses Element g~ fiir das gilt:

gog_lzg—log:e

1 bow. Multiplikation der N X N-Transformationsmatrizen



Punktgruppen — Kristallklassen

Punktgruppe = Sammlung aller Symmetrie-Operationen (Isometrien) eines
Objektes (z.B. eines Molekiils)

e Punkt: mindestens ein Punkt bleibt fest

e Gruppe: Die Symmetrieoperationen erfiillen bzgl. der Verkniipfung
Hintereinanderausfiihren (o) ' die Bedingungen einer mathematischen
Gruppe:

@ Eine Gruppe ist eine Menge & von Elementen g;, zwischen denen eine
Verkniipfung besteht, so dass jedem geordneten Paar g;, g; genau ein
Element gy € & zugeordnet ist. (Abgeschlossenheit)

@® Die Verkniipfung ist assoziativ, es gilt

(i og)ogk=giol(gosk)
© Es gibt ein Neutralelement e fiir das gilt:
eogi=gioe=g firallegi €®
O Fiir alle Elemente g gibt es ein Inverses Element g~ fiir das gilt:

gog_lzg—log:e

Kristallklassen: kristallographische Punktgruppen (nur Drehachsen 1, 2, 3, 4, 6)
Laueklassen: Kristallklassen mit Inversionszentrum

1 bow. Multiplikation der N X N-Transformationsmatrizen



Ubersicht 2D-Punktgruppen

mit Translation vereinbare SE — 1, 2, 3, 4, 6 und m

Hauptachse senkrecht zur Ebene (z ist 3. Dimension)

Bezeichnungsrichtungen: z, x, d (z L Ebene)

Kombination zu 10 Punktgruppen, nach 4 Koordinatensystemen (KS):

Nr|Hermann-| Schén-| Koordinaten-|| Nr.| Hermann-| Schén-| Koordinaten-
Mauguin | flies- | System Mauguin | flies- | System
Symbol Symbol

1 C1  |schiefwinklig || 5 411 C; |quadratisch

2 G |(a# b 6 4mm Cay |(a=b;y=090°)
v beliebig) 7 311 C; | hexagonal

3 1ml Cm | rechtwinklig 8 3ml C3, |a=b;

41 2mm G |(a# b; 9 611 G |v=120°
v =90°) 10| 6mm GCov

1D-Punktgruppen sind Untergruppen davon |




1D-/Fries-/Band-Gruppen: ? mogliche Punktsymmetrien/Isometrien 7

e Punkt-SE/SO/Isometrien, die mit 1-dimensionaler Translation vertraglich
sind
- Drehungen (Drehachsen) ?
- Spiegelungen (Spiegelebenen) ?
- Inversion/Punktspiegelung ?
- zusammengesetzte Punktsymmetrien (Drehinversion/Drehspiegelung) ?

e abhdngig von der sog. 'Blickrichtung’



1D-/Fries-/Band-Gruppen: 7 Punktsymmetrien/Isometrien ?

SE/SO |

L

ol

Drehachsen n

Spiegelebene m
(L zur Blickrichtung)

Inversion

zusammengesetzte SO

+— Matrizen der erlaubten Isometrien W




1D-/Fries-/Band-Gruppen: ? Punktgruppen ?

e mogliche Symmetrieelemente (SO/lsometrien)

SE/SO | & | 5 | ¢ |
Drehachsen n 1 1 1,2
Spiegelebene m m m -

e — mogliche Kombinationen — Punktgruppen (fiir Bénder erlaubte)
Gruppe (H.-M.-Bezeichnung) Ordnung Isometrien



Kristallographische Symmetrien (1D, 2D und 3D)

3 Basis-Symmetrieelemente
1,2,m

6 Basis-Symmetrieelemente
1.2,3.4,6,m

8 Basis-Symmetrieelemente
1,2,3,4,6,1=i,2=m,(3=3+1i),4,(6=3/m)

|

translationen

Kombinationen Y (mit festem Punkt)

5 Punktgruppen
Kristallklassen

individuelle
Translationen

Gesamt-

Kombinationen Y (mit festem Punkt)

10 Punktgruppen
Kristallklassen

individuelle
Translationen

Gesamt-
translationen

Kombinationen

32 Punktgruppen
Kristallklassen

(mit festem Punkt)

translationen

Translationen

[

Zentrierungen

» J { Gleitspiegelebenen }

p.c

{ HamiiEE } {Gleitspiegelebenen}

Schraubenachsen

Zentrierungen
P.C IR F

} { Gleitspiegelebenen

}

Kombinationen

7 Bandgruppen

Beschreibung in | geeigneten KS

2 Kristallsysteme

Kombinationen

17 Flachengruppen

Beschreibung in | geeigneten KS

4 Kiristallsysteme

Kombinationen

230 Raumgruppen

Beschreibung in \f geeigneten KS

7 Kristallsysteme

s9-sienesg p1

1-dim. Translation (Bandgruppen)

2-dim. Translation (Flachengruppen)

3-dim. Translation (Raumgruppen)




Translationen und Bandgruppen



1D: +— Bander



1D: +— Bander

Elementarzelle

SO = Trgnslation




1D: +— Bander

Elementarzelle

SO = Trgnslation

2D: — Ornamente, Flachenmuster (z.B. Geschenkpapier)



1D: +— Bander

Elementarzelle

SO = Trgnslation

2D: — Ornamente, Flachenmuster (z.B. Geschenkpapier)

3D: — z.B. Kristallstrukturen



3D: Gleitspiegelebenen (z.B. a, n, d), Schraubenachsen (z.B. 41, 63)
2D: Gleitspiegelebenen (g)
1D: 77



1D-/Fries-/Band-Gruppen: Gruppen und Kristallsysteme

e mogliche Symmetrieelemente

L

SE/SO |

Drehachsen n

1
Spiegelebene m m

o |[I |+ o

Gleitspiegelebene

e — + 1D-Translation — Bandgruppen:
Gruppe (H.-M.-Bezeichnung) Beispiel

© © 6 &6 ©® 0 @



Beispiele mit Symmetriegeriist und 'chiralem’ Motiv
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Kristallographische Symmetrien (1D, 2D und 3D)

3 Basis-Symmetrieelemente
1,2,m

6 Basis-Symmetrieelemente
1.2,3.4,6,m

8 Basis-Symmetrieelemente
1,2,3,4,6,1=i,2=m,(3=3+1i),4,(6=3/m)

|

translationen

Kombinationen Y (mit festem Punkt)

5 Punktgruppen
Kristallklassen

individuelle
Translationen

Gesamt-

Kombinationen Y (mit festem Punkt)

10 Punktgruppen
Kristallklassen

individuelle
Translationen

Gesamt-
translationen

Kombinationen

32 Punktgruppen
Kristallklassen

(mit festem Punkt)

translationen

Translationen

[

Zentrierungen

» J { Gleitspiegelebenen }

p.c

{ HamiiEE } {Gleitspiegelebenen}

Schraubenachsen

Zentrierungen
P.C IR F

} { Gleitspiegelebenen

}

Kombinationen

7 Bandgruppen

Beschreibung in | geeigneten KS

2 Kristallsysteme

Kombinationen

17 Flachengruppen

Beschreibung in | geeigneten KS

4 Kiristallsysteme

Kombinationen

230 Raumgruppen

Beschreibung in \f geeigneten KS

7 Kristallsysteme

s9-sienesg p1

1-dim. Translation (Bandgruppen)

2-dim. Translation (Flachengruppen)

3-dim. Translation (Raumgruppen)




Ubung

a2 <4<4€€LLLLLLL<L<LL

o Welche Bandgruppen haben
die rechts gezeigten
einseitigen Binder?

e Zeichnen Sie die
Elementarzellen und die
asymmetrischen Einheiten
ein.

" G ommeedemente in i AAAAAAAAAAA

Welche Punktgruppen treten

PO T




... 1D, 2D, 3D ... und noch lange kein Ende ...



Schwarz/Weiss-Gruppen (Shubnikov-Gruppen, magnetische Raumgruppen)

Farbgruppen

Symmetrie von hdherdimesionalen Raumen
— Superraumgruppen (modulierte Strukturen, Quasikristalle)

e ... jenseits der euklidischen Geometrie ... — Mé&bius-Transformation

e ... jenseits der Geometrie/Mathematik ...



Literatur und Links

Istvan Hargittai, Magdolna Hargittai: Symmetry through the Eyes of a
Chemist, Wiley VCH (1986).

J. L. Locher et al.: Die Welten des M. C. Escher, Meulenhoff International
Amsterdam (1971).

Douglas R. Hofstadter: Gédel. Escher. Bach, DTV (1992).
Java-Tool 'Escher Sketch’
J. S. Bach: Krebs-Kanon auf dem Mobiusband



Alles Gute, vor allem Gesundheit,
friedliche und entspannende Feiertage,

einen guten Start ins neue Jahr 2021 !
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